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Hinweis Lehrevaluation:

Aktuell lauft die offizielle Lehrevaluation der Technischen Fakultat, in der Sie die
Vorlesungen, die Sie im aktuellen Semester belegt haben bewerten kénnen. Sie haben
dazu bereits eine E-Mail mit einem Link erhalten.

Bitte nehmen Sie sich kurz Zeit fiir die Evaluation: Thr Feedback hilft uns sehr dabei,
die Vorlesung und die Ubungen weiter zu verbessern und stérker an Ihre Wiinsche
und Bediirfnisse anzupassen. Vielen Dank fiir Thre Teilnahme!

Aufgabe 10.1 (LOOP Makros; 6 Punkte)

In der Praxis verwendet man haufig Makros, um LOOP-Programme {ibersichtlicher
zu notieren. Ein solches Makro ist kein neuer Grundbefehl, sondern steht immer fir
ein gewOhnliches LOOP-Programm mit festgelegtem Verhalten. In dieser Aufgabe
sollen Sie zunéchst eine einfache bedingte Ausfithrung als Makro realisieren und
dieses Makro anschlieffend in einem LOOP-Programm verwenden.

(a) Sei P € LOOP* ein LOOP-Programm und sei o; mit 1 < i < k ein Register.
Konstruieren Sie ein LOOP-Programm, das die folgende Makro-Schreibweise rea-
lisiert:

IF z; # 0 THEN P END;

Dabei soll P genau dann einmal ausgefiihrt werden, wenn der Wert von x; zu
Beginn ungleich 0 ist. Ist der Wert von x; zu Beginn 0, so soll P nicht ausgefiihrt
werden.

Abgesehen von den Anderungen durch eine méogliche Ausfithrung von P muss die
Implementierung des Makros alle Registerwerte unverandert lassen. Sie diirfen
dafiir frische Hilfsregister verwenden, die in P nicht vorkommen und zu Beginn
den Wert 0 haben.

(b) Verwenden Sie das Makro aus Teil (a), um ein LOOP-Programm zu konstruieren,

das die ganzzahlige Division

div: N x Nyg — N, div(n,m) = {EJ

m

berechnet. Fiir Eingaben m = 0 darf sich ihr Programm beliebig verhalten.
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Losung:

(a) Wiéhle ein frisches Arbeitsregister xy mit ¢ > k und ¢ # i. Wir nehmen an, dass

xp zu Beginn 0 ist.

Wir verwenden folgende Idee: z, dient als Indikator dafiir, ob z; zu Beginn
ungleich 0 war. Die erste Schleife setzt z, genau dann auf 1. Danach wird P
genau xy mal ausgefithrt und anschliefend z, wieder auf 0 zuriickgesetzt.

LOOP 2; DO
LOOP z, DO z:= xy, — 1 END;
Ty = xp + 1

END;

LOOP z, DO P END;

xp = xp—1

Wir verwenden folgende Idee: Wir ziehen wiederholt x5 von x; ab und zéhlen in
x3, wie oft danach noch ein positiver Rest bleibt. Vorher erh6hen wir z; um 1,
damit auch im Fall einer exakten Teilbarkeit der letzte volle Block noch gezahlt
wird. Am Ende enthélt z3 den Quotienten; die letzte Schleife iibertrigt diesen
Wert zuriick nach x.

Ty = x1 + 1;
LOOP x; DO
LOOP x5 DO 2y := 2, — 1 END;
IF x1 #0 THEN 23 := x3 + 1 END
END;
LOOP x3 DO z; := x; + 1 END

Aufgabe 10.2 (p-Rekursion; 5 Punkte)
Sei col : N — N die einstellige Collatz-Funktion mit

5 falls n gerade ist,
col(n) = .
3n+1, falls n ungerade ist.

Wir betrachten die potentiell partielle Funktion®

colsteps : N — N,

die einer Eingabe n die kleinste Anzahl von Collatz-Schritten zuordnet, nach denen
zum ersten Mal der Wert 1 erreicht wird. Falls ausgehend von n nie der Wert 1
erreicht wird, ist colsteps(n) undefiniert. Insbesondere gilt colsteps(1) = 0.

n der Praxis wird vermutet, dass colsteps total ist, d.h. fiir alle n € N terminiert. Es existiert

allerdings noch kein Beweis, der diese Vermutung bestétigt oder widerlegt. Wenn wir es also schaffen
wiirden colsteps primitiv rekursiv zu definieren, dann hétten wir die Collatz-Vermutung gezeigt.
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In dieser Aufgabe sollen Sie diese unbeschrinkte Suche mithilfe von p-Rekursion
modellieren. Dabei diirfen Sie ohne formalen Beweis verwenden, dass col und die

Funktion
0, fallsn=1,

1, sonst

isOne(n) = {

primitiv rekursiv sind.

(a) Geben Sie einen Term C € PREC? an, dessen Semantik C' := [C] die k-fache
Iteration der Collatz-Funktion darstellt:

C0,n)=n und C(k+1,n) = col(C(k,n)).

b) Verwenden Sie anschliefsend p-Minimierung, um daraus einen Term colsteps €
H p
pREC! anzugeben, dessen Semantik die Funktion colsteps ist.

Losung:

(a) Sei col € PREC! ein Term mit
[col]; = col.

Da col nach Voraussetzung primitiv rekursiv ist, existiert ein solcher Term.

Wir definieren einen Term C € PREC?, der die k-fache Iteration von col be-
schreibt. Dazu setzen wir

C:=PR(n}, colo[r}]) € PREC?.
Fiir C := [C]2 gilt dann nach der Semantik der primitiven Rekursion:
C0,n)=n

und
C(k+1,n) = col(C(k,n)).

Also ist C'(k,n) genau der Wert, den man nach k Collatz-Schritten ausgehend
von n erhalt.

(b) Sei isOne € PREC! ein Term mit
[isOne]; = isOne.
Nach Voraussetzung existiert ein solcher Term. Wir definieren
h := isOne o [C] € PREC?,

also semantisch

[]2(k,n) = isOne(C(k,n)).
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Damit gilt
[b]2(k,n) =0 <= C(k,n)=1.

Nun setzen wir mithilfe von p-Minimierung
colsteps := puh € uREC!.
Nach der Semantik der Minimierung gilt

[colsteps]: = u([h]2).

Also gilt fiir n € N:
[colsteps]i(n) = min Cpy, (n),

falls diese Menge nicht leer ist, und ist sonst undefiniert. Dabei ist
C[[h]]z(n) = {k eN | [[h]]Q(kvn) =0und Vj <k: [[h]]Z(j7n) \L# 0}

Dah € PREC? ist, ist [h]2 total. Also ist die Zusatzbedingung | hier automatisch
erfullt.

Damit ist [colsteps]:i(n) genau das kleinste k, sodass

C(k,n)=1
gilt. Existiert kein solches k, so ist Cpyp,(n) = (), und [colsteps]i(n) ist undefi-
niert.
Also gilt

[colsteps]; = colsteps.

Aufgabe 10.3 (Turing-Schritte sind primitiv rekursiv; 9 Punkte)
In der Vorlesung haben Sie gesehen, dass das Pradikat

P(f,g) =VaeN": f(a) = g(a)
fiir primitiv rekursive Funktionen f und g unentscheidbar ist.

Im Beweis haben wir u.a. skizziert, wie wir mithilfe von primitiv rekursiven Funk-
tionen eine deterministische Turingmaschine simulieren kénnen. In dieser Aufgabe
sollen Sie beschreiben, wie wir Konfigurationen durch natiirliche Zahlen codieren
und darauf aufbauend die Funktionen start; und step;, primitiv rekursiv definieren
kénnen.

Sei M also eine feste, aber beliebige deterministische Turingmaschine, die eine par-
tielle Funktion f : N¥ < N berechnet. Wir bezeichnen Konfigurationen mit (v, g, w),
wobei w die Bandsymbole ab der Kopfposition nach rechts codiert und v die Band-
symbole links vom Kopf in umgekehrter Reihenfolge codiert, also beginnend mit
dem Symbol direkt links vom Kopf. Auferdem ist ¢ eine Codierung des aktuellen
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Zustands. Die Ubergangsfunktion von M ist durch eine endliche Tabelle gegeben.
Jeder Eintrag hat die Form

5(q17 (I]) = (qga ba d)

mit Zustidnden g;, g¢,, Bandsymbolen aj, b und einer Richtung d € {L, R, N'}. Ist fiir
ein Paar (g, a) kein Eintrag definiert, so hilt M in der entsprechenden Konfiguration.

Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass Zustdnde, Bandsymbole und Worter iiber
dem Bandalphabet durch natiirliche Zahlen codiert sind. Auferdem diirfen Sie die
folgenden Hilfsfunktionen als gegeben und primitiv rekursiv annehmen:

first: N— N, tail: N— N, cons: NxN — N, inputM:Nk—>N.

Dabei liefert first(u) das erste Symbol von u, tail(u) entfernt das erste Symbol von w,
und cons(a, u) stellt das Bandsymbol a vorne an das codierte Wort w. Die Funktion

input,,;: N¥ - N
tibersetzt eine Eingabe 7 = (ny, ..., nk) in das codierte Startwort auf dem Band von
M.

Geben Sie fiir die folgenden Schritte jeweils eine Definition auf semantischer Ebene an
und begriinden Sie kurz, warum die dadurch beschriebene Funktion primitiv rekursiv
ist. Sie miissen die entsprechenden Terme nicht vollsténdig ausarbeiten.

(a) Geben Sie eine Codierung von Konfigurationen (v, ¢, w) durch natiirliche Zah-
len an, also eine Funktion
encode : N® — N

sowie geeignete Decodierungsfunktionen, mit denen aus dem Code einer Konfi-
guration wieder die Komponenten v, ¢ und w erhalten werden. Begriinden Sie,
warum diese Funktionen primitiv rekursiv sind.

Hinweis: Erinnern Sie sich an die Cantorsche Paarfunktion.

(b) Definieren Sie auf dieser Codierung eine Funktion
startys : NF — N,

die zu einer Eingabe . = (ny,...,n;) die codierte Startkonfiguration von M
liefert. Begriinden Sie, warum starty; primitiv rekursiv ist.

(c) Definieren Sie auf dieser Codierung eine Funktion
stepys : N = N|

die zu einer codierten Konfiguration ¢ die codierte Nachfolgekonfiguration nach
einem Schritt von M liefert. Fiir Haltekonfigurationen soll step,,(c) = ¢ gelten.
Begriinden Sie, warum step,; primitiv rekursiv ist.

Hinweis: Erinnern Sie sich an das letzte Ubungsblatt, in dem Sie gezeigt haben,
dass ite und x— primitiv rekursiv sind!
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Losung:

(a)

Wir verwenden die Cantorsche Paarfunktion aus der Vorlesung
cp: N2 5 N
sowie ihre beiden Umkehrfunktionen

px,py: N — N.

Eine Konfiguration (v, g, w) codieren wir durch
encode(v, ¢, w) := cp(v, cp(q, w)).
Die drei Decodierungsfunktionen seien
left(c) := px(c),  state(c) := px(py(c)),  right(c) := py(py(c)).
Damit gilt fiir ¢ = encode(v, ¢, w):
left(c) = v, state(c) = q, right(c) = w.

Die Funktionen encode, left, state und right sind primitiv rekursiv, da sie nur
durch Komposition der primitiv rekursiven Funktionen cp, px und py entstehen.

Wir definieren
startpr(ng, ..., ng) == encode(rsj, Tqo ", input;(nq, . .. ,nk))
Diese Funktion liefert also den Code der Startkonfiguration
(¢, o, Eingabewort).

Sie ist primitiv rekursiv, weil sie eine Komposition aus Konstanten, der nach
Aufgabenstellung primitiv rekursiven Funktion input,; und encode ist.

Sei ¢ der Code einer Konfiguration. Wir decodieren zunéchst
v = left(c), q := state(c), w := right(c).
Das aktuell gelesene Bandsymbol ist
a := first(w).

Da M fest ist, besitzt M nur endlich viele Uberginge. Fiir jeden moglichen
Ubergang

6(gi> a;) = (qe, b, d)
kénnen wir mit den primitiv rekursiven Funktionen x— und ite testen, ob ¢ = ¢;
und a = a; gilt, und dann die entsprechende Nachfolgekonfiguration auswéhlen.

Wir beschreiben die drei moglichen Fille. Zunéchst sei
r = tail(w)

der rechte Rest des Bandes nach dem gelesenen Symbol.
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1. Falls der Ubergang nach rechts geht, also 6(q,a) = (¢, b, R), dann wird a
durch b ersetzt und der Kopf bewegt sich nach rechts. Die neue Konfigura-
tion ist

(cons(b,v), q, r).

2. Falls der Ubergang nach links geht, also 6(¢,a) = (¢',b, L), dann wird
first(v) zum neuen gelesenen Symbol und das alte, mit b iiberschriebene
Kopfsymbol wird rechts davon gespeichert. Die neue Konfiguration ist

(tail(v), ¢, cons (ﬁrst(v), cons(b, r))) )

3. Falls der Ubergang stehen bleibt, also d(q,a) = (¢/, b, N), dann ist die
neue Konfiguration
(v, q, cons(b,r)).

Dabei verwenden wir die Konvention
first("e™) = "blank™ und tail("e™) = e

Dadurch sind auch Bewegungen iiber den bisher explizit gespeicherten Bandab-
schnitt hinaus abgedeckt. Falls die gegebenen Wortfunktionen diese Konvention
nicht erfiillen, kann man dasselbe Verhalten durch eine zuséitzliche Fallunter-
scheidung mit x— und ite erzwingen.

Existiert kein Ubergang fiir (¢, a), dann ist ¢ bereits eine Haltekonfiguration. In
diesem Fall setzen wir

stepys(c) == c.

Formal erhilt man step,;, indem man iiber die endlich vielen Uberginge von M
eine verschachtelte ite-Fallunterscheidung baut. Jede Bedingung verwendet nur
Gleichheitstests auf natiirlichen Zahlen, und jeder Fall verwendet nur die oben
genannten primitiv rekursiven Hilfsfunktionen sowie encode. Daher ist step,,
primitiv rekursiv.

Aufgabe 10.4 (Erfahrungen; Datei: NOTES.md)

Notieren Sie Ihre Erfahrungen mit diesem Ubungsblatt (bendtigter Zeitaufwand,
Probleme, Bezug zur Vorlesung, Interessantes, etc.).

Editieren Sie hierzu die Datei NOTES.md im Abgabeordner dieses Ubungsblattes auf
unserer Webplattform. Halten Sie sich an das dort vorgegebene Format, da wir den

Zeitbedarf automatisch statistisch auswerten. Die Zeitangabe 4.5 h steht dabei fiir
4 Stunden und 30 Minuten.



