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Hinweis:
In diesem Ubungsblatt fassen wir mehrere Produktionsregeln mit derselben linken
Seite verkiirzt zusammen. Statt

A—)O[l
A—)Ozg

A— o,
schreiben wir kurz A — a1 | ag | ... | an.

Aufgabe 6.1 (Grammatiken; 5 Punkte)

Konstruieren Sie fiir jede der folgenden Sprachen eine Grammatik {iber dem Alphabet
¥ ={a,b,c}. Erkldren Sie dabei kurz, warum Ihre Grammatik genau die angegebene
Sprache erzeugt.

(a) Geben Sie eine reguldre Grammatik Greg an, sodass

L(Greg) = {w € ¥ | w enthélt nicht das Teilwort aa }.

(b) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G.¢ an, sodass

L(Get) = {a"b" "™ | n,m € N}.

Losung:

(a) Eine mogliche reguldre Grammatik ist Greg = (2, N, P, S), mit

S —aA|bS|cS e,
N={S,A} und P=

A—bS|cS|e

Das Nichtterminal A beschreibt dabei den Fall, dass das zuletzt erzeugte Zei-
chen ein a ist. Da aus A keine Produktion existiert, die ein weiteres a erzeugt,
kann das Teilwort aa nicht auftreten. Umgekehrt kann jedes Wort iiber X,
das aa nicht enthélt, erzeugt werden: Nach jedem b oder c¢ befindet sich die
Grammatik wieder im Zustand S, aus dem erneut ein a erzeugt werden darf.
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(b) Eine mogliche kontextfreie Grammatik ist Go¢ = (X, N, P, S) wobei

S — aSc| B,
N={S,B} und P= :
B — bBc | e

Jede Anwendung der Produktion S — aSc erzeugt ein ¢ am Anfang und ein
zugehoriges ¢ am Ende. Nach dem Wechsel S — B erzeugt jede Anwendung der
Produktion B — bBc ein b und ein weiteres zugehoriges c. Beide Produktionen
konnen beliebig oft, insbesondere auch keinmal, angewendet werden. Daher
sind auch Worter ohne a, ohne b sowie das leere Wort ¢ enthalten.

Aufgabe 6.2 (Grammatiken und starke Induktion; 5 Punkte)
Gegeben sei die kontextfreie Grammatik G = (X, N, P, S) mit

¥ =40,1},
N:{S}v
P={S— 1505|0518 | ¢}

und eine Sprache L = {w € ¥* | #o(w) = #1(w) }, wobei #,(w) die Anzahl der
Vorkommen des Zeichens a € ¥ im Wort w € ¥* bezeichnet.

Zeigen Sie mittels starker Induktion® {iber der Linge |w| eines Wortes w € L, dass

L C L(G).

Verwenden Sie dabei die Hilfsfunktion d: ¥* — Z mit
d(e) =0, d(lw) = d(w) + 1, d(0w) = d(w) — 1
fiir alle w € ¥*, sowie die Eigenschaften
ue Ll < du)=0 und d(uwv) = d(u) + d(v)

fiir alle u,v € ¥*.

Losung:
Zunichst gilt fiir alle v € ¥*, dass u € L <= d(u) = 0. Wir zeigen nun L C L(G)
per starker Induktion iiber die Lange des Wortes.

TA) Sei n = 0. Dann ist w = . Wegen der Produktion S — ¢ gilt S kg e, also
e e L(G).

IV) Sei n > 0. Fiir alle Worter u € L mit |u| < n gelte bereits u € L(G).

IS) Sei w € L mit |w| = n. Dann ist d(w) = 0. Da n > 0, gibt es a € {0,1} und
w' € X* mit w = aw'.

'Bei starker Induktion, wird in der Induktionsvoraussetzung angenommen, dass die Aussage
fiir alle n’ < n gilt. Siehe hierzu https://de.wikipedia.org/wiki/VollstAdndige_Induktion#
Starke_Induktion.


https://de.wikipedia.org/wiki/Vollständige_Induktion#Starke_Induktion
https://de.wikipedia.org/wiki/Vollständige_Induktion#Starke_Induktion
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Fall a = 0: Dann gilt
0 =d(w) =d(0w") =dw") -1,

also d(w") = 1. Wir zerlegen w’ nun in ulv mit d(u) = d(v) = 0. Schreibe w' =
ai . ..amy und betrachte die Prafixwerte

di:d(al...ai) (OSZSTTZ),

wobei dy = 0. Wegen d,,, = d(w') = 1 existiert ein kleinstes k¥ > 1 mit dy = 1. Fiir
u=aj...ak_1 gilt dann d(u) = di_1 = 0, und wegen dj — d_1 = 1 ist ap = 1. Also

w' =wulv mit d(u) = 0.

Aus d(w') = d(ulv) = d(u) + 1 4+ d(v) = 1 folgt auferdem d(v) = 0. Damit sind
u,v € L. Wegen |u], |v| < n liefert die Induktionsvoraussetzung

Sksu und SFEGow.
Daraus erhalten wir die Ableitung
S kg 0518 g 0ulS ¢ Oulv = w.

Also gilt w € L(G).

Fall a = 1: Analog gilt d(w’) = —1. Sei k die erste Position in w’, an der der
Préfixwert —1 erreicht wird. Dann lasst sich w’ als u0v mit d(u) = d(v) = 0 schreiben.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt S ¢ w und S k¢ v, also

S kg 1508 g 1u0S ¢ 1ulv = w.

Damit ist auch in diesem Fall w € £(G).
Nach starker Induktion folgt L C L(G).

Aufgabe 6.3 (Ableitungsbdume; 5 Punkte)
Gegeben sei die kontextfreie Grammatik G = (X, N, P, S) mit

Y= {.’IJ, Y, +}7

N = {5},

P={S—S+S5|z|y}
(a) Zeigen Sie, dass G nicht eindeutig ist.

(b) Geben Sie eine eindeutige Grammatik G’ an mit L(G’) = L(G). Begriinden Sie
kurz warum Thre Grammatik eindeutig ist und die gewiinschte Sprache erzeugt.

Losung:
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(a)

Wir zeigen, dass G nicht eindeutig ist, per Widerspruch. Angenommen, G ist
eindeutig. Dann besitzt jedes Wort w € L(G) genau einen Ableitungsbaum.

Das Wort x+y+ x besitzt jedoch die folgenden zwei verschiedenen Ableitungs-
béume:

S— S+ S—S5+S

/N /N

S—S+5 S—=z S—xz S—S+85

/N / N\

S—zx S—uy S—y S—o=x

Der linke Baum entspricht der Klammerung (x + y) + z, der rechte Baum
der Klammerung x + (y + x). Beide Ableitungsbdume haben also dasselbe
abgeleitete Wort x + y + x. Dies ist ein Widerspruch zur Eindeutigkeit von G.
Somit ist G nicht eindeutig.

L]
Eine eindeutige Grammatik fiir dieselbe Sprache ist G’ = (X, N, P/, E') mit

E — AR,
N ={E,R,A} und P'=<{R—+AR|¢,
A—zly

Diese Grammatik erzeugt genau die Worter w € {z, y}({+}{z,y})*, also genau
nichtleere Folgen von z- und y-Symbolen, die durch + getrennt sind. Das ist
auch die von G erzeugte Sprache: Jede Anwendung von S — S + S verbindet
zwei solche nichtleeren Folgen mit einem 4+, und umgekehrt kann jede solche
Folge in G induktiv erzeugt werden.

Die Grammatik G’ ist eindeutig, da F immer genau ein erstes Atom A erzeugt
und R danach deterministisch entscheidet: Bei einem folgenden + muss R —
+AR verwendet werden, am Wortende muss R — ¢ verwendet werden. Fiir
A ist durch das néchste Terminal eindeutig festgelegt, ob A — x oder A — y
verwendet wird.

Aufgabe 6.4 (SEP und BIN; 5 Punkte)
Betrachten Sie die Grammatik G = (X, N, P, S) mit

Y ={a,b,c}, N={S,A B,C,D} und

(S — aBCb| ABc | D,
A — BaC'| b,
P={B—Cbh|e,

C — c¢SA | aD,
D— AC |c
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(a) Wenden Sie den Algorithmus SEP aus der Vorlesung auf G an.

(b) Wenden Sie anschliefend den Algorithmus BIN auf die in Teil (a) erhaltene
Grammatik an. Fiihren Sie neue Nichtterminale systematisch ein und geben

Sie die resultierende Grammatik vollstdndig an.
Losung:

(a) Nach Anwendung von SEP erhalten wir Gspp = (3, Nsgp, Psgp, S) mit

Nswe = {5,4,B,C,D,Y,, Yy, Yc}
und
(S —Y,BCY; | ABY. | D,
A — BY,C | b,

B — CYy | g,
C—Y.SA|Y,D,
D — AC | c,
Y, — a,

Y, — b,

Y. —c

PSEP:

(b) Nun wenden wir BIN auf alle rechten Seiten der Lénge grofer als 2 an. Wir
binarisieren dabei von links nach rechts, also zum Beispiel

S = Y, BCY,

durch
S — YaTl, T1 — BTQ, T2 — CY},

Insgesamt erhalten wir Gpi = (2, Nin, PBin, S) mit

NBIN = {Sa A) B) Ca Da Yayi/})a }/CaT17T25T37T45T5}
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und
S—Y,Th|ATs| D,

Ty, — BTy,
T5 — CYp,
T3 — BY,,
A — BTy | b,
Ty — Y,C,
Pgn =4 B—CY, | ¢,
C—Y.T5|Y,D,
Ts — SA,

D — AC | ¢,
Y, —a,
Y, — b,

(Y. — ¢

Aufgabe 6.5 (Erfahrungen; Datei: NOTES.md)

Notieren Sie Ihre Erfahrungen mit diesem Ubungsblatt (benétigter Zeitaufwand,
Probleme, Bezug zur Vorlesung, Interessantes, etc.).

Editieren Sie hierzu die Datei NOTES.md im Abgabeordner dieses Ubungsblattes auf
unserer Webplattform. Halten Sie sich an das dort vorgegebene Format, da wir den
Zeitbedarf automatisch statistisch auswerten. Die Zeitangabe 4.5 h steht dabei fiir
4 Stunden und 30 Minuten.



