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Aufgabe 5.1 (Abschlusseigenschaften; 5 Punkte)

Sei L C ¥* eine beliebige Sprache und sei R € REG eine regulére Sprache. Der
Linksquotient von R nach L ist definiert als

L'R:={weX*|welL:vweR}.

Zeigen oder widerlegen Sie:
L™'R € REG.

Losung:

Die Aussage ist wahr.
Beweis: Seien L C ¥* eine beliebige Sprache und R € REG eine regulare Sprache.
Da R regulédr ist, existiert ein DEA
A: (Q)E)67q05F)
mit

L(A) =R.

Betrachte nun die Menge aller Zusténde, die der Automat nach dem Lesen eines
Wortes aus L erreichen kann:

I:={d(qg,v)|veLl}CQqQ.
Da @ endlich ist, ist auch I endlich, unabhéngig davon, ob L regulér ist.
Wir konstruieren einen MS-NEA!
N = (Q7 275./\[7 I7 F)?

wobei
on:QxX—=PQ),  dnl(ga):={dga)}

fiir alle ¢ € Q und a € ¥ gilt. Der Automat A besitzt somit dieselben Ubergiinge
und akzeptierenden Zusténde wie A, verwendet aber alle Zustdnde aus I als Start-
zusténde.

! Aquivalent dazu konnen wir auch einen e-NEA konstruieren mit einem frischen Startzustand
und ausgehenden e-Ubergéngen in jeden Zustand aus I.
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Fiir ein Wort w € ¥* gilt nun:

weLWN) < Jgel:dn(qgw)NF£0
«— Jgel:0(qw)eF
= HUEL:S(S(Q(),’U),U))EF
— JwelL:i(gw)eF
— Jvel:vweR
< welL 'R

Also gilt
L(N)=L"'R.

Da N ein endlicher Automat ist, ist seine Sprache reguldr und es folgt

L™ 'R € REG.

Bemerkung: Fir die Konstruktion ist nicht erforderlich, dass L reguldr ist. Die Spra-
che L bestimmt lediglich, welche der endlich vielen Zustinde von N als neue Start-
zustinde verwendet werden.

Aufgabe 5.2 (Reguldre Ausdriicke; 5 Punkte)

Geben Sie fiir jede der folgenden Sprachen iiber dem Alphabet ¥ = {a,b} einen
reguldren Ausdruck an, der dieselbe Sprache beschreibt:

(a) Die Sprache aller Worter, die das Teilwort aa nicht enthalten.

(b) Die Sprache aller Worter, in denen das Teilwort aa hochstens einmal und das
Teilwort bb hochstens einmal vorkommt.

(c) Die Sprache aller Worter, die mit einer ungeraden Anzahl von a-Symbolen en-
den. (Aquivalent dazu: Das lingste Suffix des Wortes, das nur aus a-Symbolen
besteht, hat ungerade Lénge.)

Losung:
(a)
(b+ ab)*(a+¢)
(b)

(b+¢)(ab)" (b + £)(ab)*(ala + £)((ba)* (b +¢)) + £)
+(a+g)(ba)’(a+e)(ba)”(b(b +£)((ab)"(a +g)) +€)

(b+a"b)*(aa)*a
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Aufgabe 5.3 (Reguldre Ausdriicke zu NEAs; 5 Punkte)

Geben Sie fiir die folgenden regulédren Ausdriicke jeweils einen NEA an, der die selbe
Sprache beschreibt. Beschreiben Sie kurz wie die Komponenten des Diagramms mit
den Teilausdriicken des reguléren Ausdrucks zusammenhéngen.

(a)

(b)

ba + ((a+ bb)a*b)

).
%)

==

a*b*a(a + bb*)

Losung:

a
a
b
2 qf

(=)
N,

©

Der reguldre Ausdruck
ba + ((a+ bb)a*b)

besteht aus zwei Alternativen:
ba  oder (a+ bb)a™.

Der obere Pfad
b a
qo — q1 — qf
entspricht genau dem Teilausdruck ba.
Fiir den zweiten Teilausdruck fithren zwei Moglichkeiten in den Zustand g¢o:

Go>q  oder gy g3 g

Diese beiden Pfade entsprechen der Alternative a + bb. In ¢o realisiert die
Schleife mit a den Teil a*. Der anschliekende Ubergang

q2 — qy

entspricht dem letzten Symbol b.
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(b)

Der reguldre Ausdruck

a*b*a(a + bb¥)
besteht aus dem Préfix a*b*, einem darauf folgenden verpflichtenden Symbol
a und einer abschliefenden Alternative.

Die a-Schleife in gg realisiert zunédchst den Faktor a*. Ist der Faktor b* leer,
so liest der Automat das anschliefend verpflichtende Symbol a direkt iiber den
Ubergang qo — ¢o. Ist der Faktor b* nicht leer, so liest der Automat iiber
q0 LN ¢q1 und die b-Schleife in ¢; eine nichtleere Folge von b-Symbolen. Der
Ubergang q1 > g2 liest anschlieend das verpflichtende Symbol a.

Von ¢z aus wird der letzte Faktor a + bb* umgesetzt. Der Ubergang ¢» = ¢q

entspricht der Alternative a. Der Ubergang go LN gy zusammen mit der b-
Schleife in g; entspricht der Alternative bb*.

Aufgabe 5.4 (DEAs zu Reguldren Ausdriicken; 5 Punkte)

Benutzen Sie das in der Vorlesung gezeigte Verfahren um den folgenden DEA in einen
dquivalenten reguldren Ausdruck zu iibersetzen. Geben Sie dabei an, was Sie in jedem
Schritt substituieren und welches neue Gleichungssystem Sie dadurch erhalten.

Losung:

Hinweis: In dieser Aufgabe verwenden wir die Notation v = r' fiir zwei reguldire
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Ausdriicke v und r' und meinen damit, dass r und v’ dieselbe Sprache reprisentieren,
d.h. [r] =[]

ro = arp + brs
r1 =¢E+ary +bry
r9 = ar] + bry
r3 =¢+ary +bry
Ty =g+ (a+Db)ry

Setze 14 := (a+Db)*e = (a + b)* (mit Ardens Lemma, A = (a+b), B =¢)

ro = ary + brs
r1=c+a(a+b)" +bry
ro =ar; +b(a+Db)*

r3 =¢+ar; +b(a+b)"

Setze r3 := ¢ + ary + b(a+b)* (ergibt sich direkt aus der Gleichung fiir r3)

ro = ary + b(e + ar; +b(a+Db)*)
=ary + b+ bar; +bb(a+Db)*
= (a+Dba)r; + b+ bb(a+b)*

ri=c+ala+b)" +bry

ro = ar; +b(a+b)*

Setze 19 := ar; +b(a+b)* (ergibt sich direkt aus der Gleichung fiir r2)

ro = (a+ba)r; + b+ bb(a+b)*
rr=c+ala+b)" +blar; +bla+b)")
=e+a(a+b)* +bar; +bb(a+b)*

Setze m := (ba)*(¢ + a(a + b)* + bb(a + b)*) (mit Ardens Lemma, A = ba, B =
(e +a(a+b)* +bb(a+b)*))

ro = (a+ ba)(ba)*(¢ + a(a+Db)* +bb(a+Db)*) + b+ bb(a+b)*



