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Hinweis: Bei Fragen zu den Ubungsblittern oder zu allgemeinen Themen der Vorle-
sung konnen Sie sich gerne iiber unseren Chat an uns wenden (hier). Wir beantworten
Ihre Fragen gerne! Zogern Sie also nicht, den Chat zu nutzen. :)

Aufgabe 4.1 (NEAs konstruieren; 5 Punkte)

Geben Sie fiir die folgenden Sprachen jeweils ein Zustandsdiagramm eines nichide-
terministischen endlichen Automaten (NEA) an, der die Sprache akzeptiert.

Beschreiben Sie auferdem kurz, was die einzelnen Zustdnde Ihres NEAs intuitiv
bedeuten, damit Thr Tutor/ Thre Tutorin besser nachvollziehen kann, wie Thr Automat
arbeitet.

(a) L1 = {w € {a,b,c,d,e}* | w # € beginnt und endet mit dem gleichen Zeichen}

£

<
(b) Ly = {w € {a,b}* | w enthélt mindestens einmal eine der Zeichenfolgen aaba, abb oder ababa}

Halten Sie die Anzahl der Zustinde hier mdglichst klein, indem Sie Zusténde

wiederverwenden.
)).
S
Losung:

(a) Idee: Der Automat liest zuerst ein Zeichen und merkt sich in einem passen-
den Zustand, mit welchem Buchstaben das Wort begonnen hat. Danach kann
er beliebig viele weitere Zeichen lesen. Wenn spéter wieder derselbe Buchsta-
be gelesen wird, darf der NEA nichtdeterministisch entscheiden, dass dies das
letzte Zeichen des Wortes ist, und in den akzeptierenden Zustand wechseln. Da
dieser akzeptierende Zustand keine ausgehenden Uberginge besitzt, wird das
Wort nur dann akzeptiert, wenn der erste und der letzte Buchstabe iiberein-
stimmen. Worter der Lange 1 werden separat akzeptiert, da ihr erstes Zeichen
zugleich ihr letztes Zeichen ist.
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e ¢o: Startzustand; es wurde noch kein Zeichen gelesen.

Bedeutung der Zustdinde:

® (o, Qb, Gey 44, Ge: das erste Zeichen des Wortes war a, b, ¢, d bzw. e. Der Au-
tomat bleibt in diesem Zustand, solange noch keine nichtdeterministische
Auswahl getroffen wurde, das aktuelle Zeichen als letztes Zeichen des Wor-
tes zu behandeln.

® (... der Automat hat ein Zeichen gelesen, das mit dem ersten Zeichen des
Wortes iibereinstimmt, und dieses Zeichen nichtdeterministisch als mogli-
ches Wortende ausgewihlt. Da es von hier keine ausgehenden Ubergiinge
gibt, wird nur akzeptiert, wenn das ausgewihlte Zeichen tatséchlich das
letzte Zeichen der Eingabe war.

e ¢.: akzeptierender Zustand fiir Worter der Lange 1. In diesem Fall ist das
einzige gelesene Zeichen gleichzeitig erster und letzter Buchstabe.

(b) Idee: Der Automat sucht innerhalb des Eingabewortes nach einem der Teil-
worter aaba, abb oder ababa. Dafiir kann er zunéchst ein beliebiges Prafix igno-
rieren. Sobald ein a gelesen wird, kann der NEA nichtdeterministisch entschei-
den, dass an dieser Stelle ein Zielwort beginnt. Anschliefend merkt sich der
Automat jeweils, welcher Anfang eines Zielwortes bereits gelesen wurde. Die
Zustande werden dabei fiir gemeinsame Prifixe wiederverwendet: Nach einem
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gelesenen ab kann zum Beispiel entweder durch ein weiteres b das Wort abb be-
endet werden oder durch aba weiter nach ababa gesucht werden. Sobald eines
der drei Zielworter vollstdndig erkannt wurde, wechselt der Automat in den
akzeptierenden Zustand und akzeptiert danach beliebige weitere Zeichen.

e : @
—_ a

a,b

() ——(——()

a,b a

qab

Bedeutung der Zustdinde:

g-: Es wurde noch kein konkreter Start eines Zielwortes ausgewéhlt. Der
Automat kann hier beliebige Zeichen als Préfix iiberspringen.

gq: Der Automat hat ein a als méglichen Anfang eines Zielwortes gewéhlt.

Gaa: Der Automat hat entweder den Anfang aa von aaba oder den Anfang
aba von ababa gelesen. In beiden Féllen muss als néchstes ein b folgen.

Gap: Der Automat hat den Anfang ab gelesen. Von hier aus kann durch
ein weiteres b das Zielwort abb abgeschlossen werden, oder durch ein a die
Suche nach ababa weitergehen.

Gaab: Der Automat hat entweder den Anfang aab von aaba oder den An-
fang abab von ababa gelesen. In beiden Fallen fehlt nur noch ein a, um
ein Zielwort vollstdndig zu erkennen.

qr: Eines der Zielworter aaba, ababa oder abb wurde als Teilwort gefunden.
Danach werden beliebige weitere Zeichen akzeptiert.

Aufgabe 4.2 (Potenzmengenkonstruktion; 7 Punkte)
Gegeben sei der folgende NEA A = (X, Q, §, ¢™¢, F) iiber dem Alphabet ¥ = {a, b}:
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Wenden Sie die in der Vorlesung vorgestellte Potenzmengenkonstruktion an, um aus
A einen dquivalenten DEA A" = (3,Q’,0',¢(, F') zu konstruieren. Beachten Sie
dabei:

e Geben Sie A’ als 5-Tupel an und benennen Sie die Zustinde von A’ eindeutig
als Teilmengen von Q.

e Geben Sie ¢’ nur fiir die vom Startzustand aus erreichbaren Zustiande an. Stellen
Sie ¢ tabellarisch dar, etwa nach folgendem Schema:

& ‘ a b
{ao} | -

e Geben Sie zusatzlich ein Zustandsdiagramm von A’ an.

Gy

< (’D/,/‘
==

Losung:

Wir wenden die Potenzmengenkonstruktion auf A an. Die Zustdnde des konstru-
ierten DEA A’ sind Elemente der Potenzmenge P(Q) (also Teilmengen von @ =
{q0: 41, 92,93, g4, g5}) mit

0'(S,x)=J6lgx), aqp={d""}, F' ={SeQ|SNF#0}.
q€eS

Wir berechnen die Ubergangsfunktion ausgehend von g, = {qo} durch iteratives
Traversieren der Kanten im Graphen, bis keine neuen Zustdnde mehr hinzukommen.
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& a b
{q0} {q2, qu} {3}
{(12,(14} {Q17QQ,Q4} {Q3,Q5}
{a3} {q2, qa} {a3}
{Q17Q2,Q4} {Q1,Q2,CI4} {Q3,Q5}
{43,405} {a2, 94} {a3}

Somit ergibt sich A" = (X,Q’, ¢, ¢, F’) mit
e X = {CL, b}
L4 Q,: {{QO}H {q27q4}7 {Q3}7 {Q1aQQ7Q4}7 {Q37Q5}}

e ¢ wie in der Tabelle oben.

* g5 = {a0}
o "= {{QQ7q4}7 {qlu QQ7Q4}7 {Q37Q5}} (alle ZuSté‘ndea die q2 oder g5 entha]-ten)

und das folgende Zustandsdiagramm:

a
é@ {q2,q4} {1,492, 94}

) /
{QS}

Zusitzliche Bemerkung (Minimierung). Der durch die Potenzmengenkonstruk-
tion erzeugte DEA ist nicht zwingend minimal. Hier sind sogar mehrere Zusténde
dquivalent:

q3> (_I5

e {qo} = {g3}: beide nicht-akzeptierend, beide gehen auf a nach {¢2, ¢4} und auf
b in die eigene Klasse.

e {q2,q4} = {q1,q2,qs}: beide akzeptierend mit identischen Folgezustanden (a —
{a1, 02,4}, b — {3, 45})-

Verschmilzt man diese Klassen, so erhélt man den minimalen dquivalenten DEA mit
nur 3 Zusténden:

=[{ao}l =Has}l,  B:=[{ae ull={a e aull, C:=[{a, e}
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mit Ubergéingen A % B, A LN A B4 B, B LN C,C% B, C LN A, Startzustand A
und akzeptierenden Zusténden {B, C'}.

b

Aufgabe 4.3 (Pumping-Lemma; 8 Punkte)

Zeigen Sie mit Hilfe des Pumping-Lemmas, dass die folgenden Sprachen nicht requldr
sind:

(a) Ly = {a™b" | n € N} iiber ¥ = {a, b}.
(b) Ly = {a™ | n € N} iiber & = {a}.

Hinweis: Uberlegen Sie sich, wie groff der Abstand zwischen zwei aufeinander-
folgenden Quadratzahlen ist.

Losung:

(a) Wir fiihren den Beweis durch Widerspruch. Angenommen, L; sei reguldr. Dann
existiert nach dem Pumping-Lemma eine Pumping-Lange n € N mit n > 0,
sodass jedes Wort z € Ly mit |z| > n eine Zerlegung z = uvw mit

luv| < n, lv| > 1

besitzt, fiir die uwv'w € L fiir alle i € N gilt.

Betrachte das Wort
z=a"b" € L.

Es gilt |z| = 2n > n. Sei nun z = uvw eine beliebige Zerlegung mit |uv| < n
und |v| > 1.

Wegen |uv| < n liegen w und v vollstdndig im ersten a-Block. Also gibt es
k.ldbmeNmit £>1, k+/f+m=nund

Pumpen mit ¢ = 2 liefert

ww = a®a*a™b" = ot
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Wegen ¢ > 1 enthélt dieses Wort strikt mehr a’s als b’s. Daher gilt
2
uv w ¢ L.
Das widerspricht der Aussage des Pumping-Lemmas. Also ist L1 nicht regulér.

O

Wieder fiihren wir einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, Lo sei regulér.
Sei n € N mit n > 0 die Pumping-Lénge aus dem Pumping-Lemma.

Betrachte das Wort
2
z=a" € Ls.
Wegen n > 0 gilt |z| = n? > n. Sei z = wvw eine beliebige Zerlegung mit
|luv| < n und |v| > 1. Da das Alphabet nur aus a besteht, gibt es k, ¢, m € N
mit

u=a", v=a, w=a", k+0+m=n? 1</ <n.

Die obere Schranke ¢ < n folgt aus |uv| < n.
Pumpen mit ¢ = 2 ergibt

2 k+204+m

2
ww = a note

=a
Damit uwv?w € Ly wire, miisste n? + ¢ eine Quadratzahl sein. Wegen ¢ > 1 gilt
n*<ni4l<n?+n<ni4on+1=(n+1>=%

Die Zahl n?+/ liegt also echt zwischen den aufeinanderfolgenden Quadratzahlen
n? und (n + 1)?. Folglich ist n* + ¢ keine Quadratzahl und damit

wvw ¢ L.

Dies widerspricht dem Pumping-Lemma. Also ist Lo nicht regulér.

O]

Aufgabe 4.4 (Bonusaufgabe: NEAs mit mehreren Startzustdnden; 3 Bonuspunkte)

In der Vorlesung wurde der NEA mit genau einem Startzustand definiert. In der
Literatur findet man auch eine etwas allgemeinere Variante, die eine Menge von
Startzustédnden erlaubt. Wir nennen sie kurz MS-NFEA.

Ein MS-NEA ist ein 5-Tupel A = (£,Q,6,S, F), wobei ¥, @, § und F wie beim
klassischen NEA aus der Vorlesung definiert sind und S C ) eine Menge von Start-
zustanden ist.

Zeigen Sie, dass MS-NEA und klassischer NEA dieselbe Sprachklasse akzeptieren:

(a)

Sei A = (%,Q,6,S, F) ein MS-NEA. Konstruieren Sie einen klassischen NEA
A =(2,Q,,¢™* F') mit L(A) = L(A"). Geben Sie A’ als 5-Tupel an.
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(b) Beweisen Sie die Korrektheit Threr Konstruktion, also L(A) = L(A’). Fiihren
Sie das Argument sorgfaltig in beide Richtungen.

Losung:

(a) Sei A = (%£,Q,9,S,F) ein MS-NEA. Wir konstruieren den klassischen NEA
A = (2,Q,0,¢M, F') wie folgt:
o Q' = QU {¢™}, wobei ¢ ¢ Q ein frischer Zustand ist.
e Die Ubergangsfunktion ¢’ : Q' x ¥ — P(Q’) ist definiert durch
U §(s,a) falls ¢ = g™,

§(q,a) = < ses
d(g,a) falls ¢ € Q.

Aus dem neuen Startzustand simuliert A’ also alle Uberginge, die ein
beliebiger Startzustand aus S in A machen wiirde.

o I — FU{g"}, falls SNF # 0,
F, sonst.

Der neue Startzustand ist genau dann akzeptierend, wenn schon einer der
urspriinglichen Startzustédnde akzeptierend war — so wird auch das leere
Wort korrekt behandelt.

(b) Korrektheit: Wir zeigen L(A) = L(A’) durch eine Argumentation in beide
Richtungen.
,C“ Seiw € L(A). Dann gibt es einen initialen, akzeptierenden Lauf qo, ¢1, . . . s Q|
von A iiber w, d.h. qo € S, q)y| € F und gi11 € 0(gi, wit1) fiir alle 0 < i < |wl.

Fallw = e: Dann ist ¢qo € SNF, also SN F # () und somit ¢™* € F’. Der Lauf
@™ ist initial und akzeptierend in A’ also £ € L(A').

Fall w = a-w mit a € X: Wegen ¢ € §(go,a) und gg € S gilt nach
Definition von ¢’ auch ¢, € &(¢™* a). Da ¢ auf Q mit ¢ iibereinstimmt,

ist g™ q1,q9,..., qw| €in initialer, akzeptierender Lauf von A" iiber w. Also
w e L(A).

,2" Sei w € L(A’) mit initialem, akzeptierendem Lauf po, p1,...,pp, in A’
wobei py = ¢™it.

Fall w = ¢: Dann muss py = ¢™' € F’ sein, also SN F # () nach Konstruktion.
Sei s € SNF. Dann ist der Lauf s initial und akzeptierend in A, also € € L(A).

Fallw = a-w': Es gilt p; € §'(¢™*, a) = U,cq (s, a), also gibt es ein s € S mit
p1 € 6(s,a). Da alle weiteren Uberginge in 0 liegen (denn py, ... ; Plw| € @ und



Theoretische Informatik Sommersemester 2026

§’ stimmt auf @ mit § iiberein), ist s, p1, po, - - -, Pjw| €in initialer, akzeptierender
Lauf von A iiber w. Also w € L(A).

O]

Aufgabe 4.5 (Erfahrungen; Datei: NOTES.md)

Notieren Sie Ihre Erfahrungen mit diesem Ubungsblatt (benétigter Zeitaufwand,
Probleme, Bezug zur Vorlesung, Interessantes, etc.).

Editieren Sie hierzu die Datei NOTES.md im Abgabeordner dieses Ubungsblattes auf
unserer Webplattform. Halten Sie sich an das dort vorgegebene Format, da wir den
Zeitbedarf automatisch statistisch auswerten. Die Zeitangabe 4.5 h steht dabei fiir
4 Stunden und 30 Minuten.



